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���	�	�� �� � 	� ��� ������	�� �����
���� ��� � 	
��	�� ��� ��

� �����
��� 	� �� � 	� ��! ���� 	� 	�� ���������	�	�� 	� �� ��

"�
��	
�� 	� �� ���� �� ���� ���� � 	
��	�� �# 	� 	� ���	��

�� ���� ���� ��� � 	
��	�� ��� �� $�� �%�
���� ��� �������

���	�	�� �� &'��� 	� ����� 	
��	�� '���� 	� �����( 	� &'���� 	�

��� ����� 	
��	�� '��� 	� ��� ������(

��
 �����	

��� x �� � ���	���� � 
��� ��! ��� y �� �� 	����	���� � 
����
"��� x + y 	� �� 	����	���� � 
����

������ "	��� x 	� ���	����# x = a
b
��� ��
� 	������� a ��! b#

b �= 0� " ����� ���� x + y 	� ���	����� ���� x + y = c
d

��� ��
� 	������� c ��! d# d �= 0� "� a
b

+ y = c
d
� "�

y = c
d

− a
b
� "� y = bc−ad

bd
� a, b, c, ��! d ��� 	��������

"� bc, ad, bd# ��! bc − ad ��� 	�������� "�# �� ���� �����

���� y 	� ���	����� � � y 	� ��� ���	����� "� � � ��� 
��	��

���� x + y 	� ���	���� 
 �� ���� ���� ������ "� x + y 	�

	����	�����

��	� 	� � ����� �� ������!	��	��� )� ��� 
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���� �� ��� 
�! 	� ����� 	� ��� ���� �� �� )� �	�� ��� ���
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� ��� X �� � ������	��
 �� 	��

��

�� x �� �
� �� 	�� 	��

� �
 X� 	��
 x �� ���� 	� �� �
 �������

�� X� ���� �� ���		�
 x ∈ X� �� x �� 
�	 �
 �����
	 �� X
�� ���	� x /∈ X� �� x �
� y ��� �����
	� �� X� �� ���	�
x ∈ X �
� y ∈ X �� ��������
	�� x, y ∈ X�

��� ��
����

��� ��	 �� ������ ����� ���	 
��� �	��	� ��	� � �� � ��	� ��
��
�	 ���	� 	��� ��	 ��� A = {x; x �� � �����
 ��	� � 
���
	��	 �	��	� ��	� 	�� ��		�� �} �� ���� 	��� �� �� ������ 	��
��	 �� ���  ���� 	��	  �� � �����
 ��	� � 
��� �
� 	��� 
���
�	��	� ��	� 	�� ��		�� ��! "#�	��� 	�� $ �� ���� !���� 	��	!%

&� ���	 
��� �� '����� �� � �� 
�	 �
 �����
	 �� 	��� ��	�
(� '���� /∈ A� (������ ��� ������ � �����
 
���� ����
���
 �� �� �
 	��� ��	� �� ��
 ��� ��� ∈ A� #�	� 	��	 A
��
	��
� ������
� �� �����
	��
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� X = {0, 1, 2}� ���� �
� ��� ���
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�
	�� ��
 ��
 	���
�� �� �� �	
 �� 0, 1, 2 ∈ X� 3 /∈ X�
��� /∈ X� �	
 2.012 /∈ X�

��� �

������

������
 �
 �� 
 ��� �
��� A �	
 B� ������
 
 
�� 
�
�
	�
�� A �� �	 
�
�
	� �� B� ��
	 �
 ��� ���� A �� � ������ ��
B !�� A �� ����	
��� �	 B"� #
 ����
 A ⊂ B�

��� ��������

$�� ��
 �
�� �� ��
 ���%� �
� R & ��
 �
� �� ��� �
�� 	���
���
Z & ��
 �
� �� ��� �	�
�
��� N & ��
 �
� �� ��� ������ 
 �	�
�
���
Q & ��
 �
� �� ��� �����	�� 	���
���

��� �����	


N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

��� ��������

$�� ��
 �
�� �� ���� ���% ∃ �
�	� '��
�
 
(����) �	
 ∀ �
�	�
'��� ���)�

��� �

������

�
� A �
 ��
 �
� ���� 	� 
�
�
	��� ��
	 A �� ����

 ��

��
�� ���� ��
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� �� ���
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 φ�
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��� A = {x ∈ R; x + 2 > −2 ��� x + 3 < −5}

������ A = φ

��		
� ����
� ���� A �= φ� ���� ∃ t ∈ A�
�� t + 2 > −2 ��� t + 3 < −5�
�� t > −4 ��� t < −8�
��	� 	� ��� �	��� ����� 	���� ��� ���� t ∈ R�
�� ��� ����
��	�� ���� A �= φ ��� ��� �� � �������	��	���
�� A = φ�

���� 

��	�

��� X �� ��� ����

������ φ ⊂ X

��		
� ������� ���� φ 	� ��� �����	��� 	� X� ���� 
����
∃ x ∈ φ ���� ���� x ∈ X� �� ∃ x ∈ φ� ��� ����� 	� �� x ∈ φ�
�� ��� ����
��	�� ���� φ 	� ��� �����	��� 	� � 	�  ����� ��
φ ⊂ X�

���� �����	


��� X = {0, 1}� ���� φ ⊂ X !�� "��#$� ��� φ /∈ X� X
��� ���� �%� ���
����& ��� ��
���� # ��� �� φ !����' %	��
�(��� ����� ���$ 	� ��� �� ���
��� � X�

��
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��� X = {φ, 0}� �
�
 φ ⊂ X �� ����� � 
	� ��� �����
���

�
� 
����� � 	
� �
� ��� φ� �� φ ∈ X 	
� 0 ∈ X�

���� �
��
�

�
�� ����� ��� ���� �� 	 ������ 	� �	��� !� ���� ��� �� ��"

�	��� �� ���� �� ������ �� ��� #� 
���� �
 ��� �
���� �����	���

�� 
�� 
	$�
� �
� 
����� � 	
� 
��	��$� 
������ �
 	���
"

����� �� ��������� �������

���� �
�������

��� A 	
� B �� �����

�
�
 A
⋃

B = {x; x ∈ A �� x ∈ B}�
�
�� �� �������� �� 	� �
� ����� �� % 	
� &� �� % �
��
 &�

�
�
 A
⋂

B = {x; x ∈ A 	
� x ∈ B}�
�
�� �� �������� �� 	� �
� �������	���� �� % 	
� &� �� %

�
������� &�

���� �����	


Q
⋂

Z = Z� Q
⋃

Z = Q� Z
⋂

N = N� Z
⋃

N = Z�

���� �����	


#� A = {1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .} 	
� B = {0, 1, 2, 3, 4, 5} �
�


A
⋂

B = {1, 2, 3, 5} 	
� A
⋃

B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 13, 21, . . .}
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�� ���� �� �	� ��� �	�� ����� ���
��� �� A� A ��� �� 	���	��

��
��� �� ���
����� ��� �� �����	��� ���
 	� � ��� ��

����� ��� ������ ������� ����	��� ��� �� �����	�� ��� ��
�

��� A ����� ���� ���� ��� ������	� � !�� n1 = 1� !�� n2 = 2�
"�� ���� 	��� �� i ≥ 3� ��� �i # �i−1 $ �i−2� %��� �����

A = {nk; k ∈ N}� &������� ��� 
��� �����	�� � ����

��� ������ ������ � ��� �� ��������� �����	�� ��� ���
����

	� � ���� ����	���� ��� �������� '�
��	
�� 	� 
�� �� �� 	���

�� �	�� ����� ���
��� �� � ���� '�
��	
�� 	� 
�� 
�(� 
���

����� �� ����

���� ��
������

!�� A ��� B �� ����� A = B 
���� A ⊂ B ��� B ⊂ A�

���� �������

!�� A = {���� �� }� B = {������� �� }�
A

⋂
B = {�� }

A
⋃

B = {���� �� � ������}

������ {���� �� � ������} # {���� �� � ������� ���}
��		
� !�� ��� ��� �� ��� ���� ���� �	�� �� ��� �)���� �	 � ��

!*'� !�� ��� ��� �� ��� �	 �� ���� �	�� �� ��� �)���� �	 � ��

+*'�

!*' ⊂ +*'�

,���� ���
��� �� !*' 	� �� ���
��� �� +*'� '� !*' ⊂ +*'�

+*' ⊂ !*'�

,���� ���
��� �� +*' 	� �� ���
��� �� !*'� '� +*' ⊂ !*'�

��
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 �� ����
������

�
 ���
 ����	 ���� ��� ⊂ ��� �	
 ��� ⊂ ���� ��

��� � ����

���� �����	�
�

�
� X �	
 A �
 �
��� �
 	
 X −A = {t; t ∈ X �	
 t /∈ A}�
X − A �� ����

 ��
 ���������� �� A �	 X�

���� �
�����

{0, 1} ⊂ R

R − {0, 1} = (−∞, 0)
⋃

(0, 1)
⋃

(1,∞)! ��
"

(−∞, 0) = {x ∈ R; x < 0}!
(0, 1) = {x ∈ R; 0 < x < 1} �	


(1,∞) = {x ∈ R; x > 1}�

���� �
�����

�
� A = {x ∈ R; 0 ≤ x < 1}! B = {x ∈ R, 1
2
≤ x ≤ 3}

�
 ��	 ���� �"��
 ���� A = [0, 1), B = [1
2
, 3]�

������ A
⋂

B = [1
2
, 1)�

��		
� ��� ⊂ ���#

�
� x ∈ A
⋂

B�

��
	 x ∈ A �	
 X ∈ B�

�� 0 ≤ x < 1 �	
 1
2
≤ x ≤ 3�

�� x ≥ 0, x ≥ 1
2
, x < 1, x ≤ 3�

�� x ≥ 1
2
�	
 x < 1� �� x ∈ [1

2
, 1)�

��
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��� ⊂ ����
��� x ∈ [1

2
, 1)�

���� x ≥ 0 ��� x < 1� �� x ∈ A�
��� �	��� x ≥ 1

2
��� x ≤ 3, x ∈ B�

�� x ∈ A
⋂

B�
���� ��� �� ����� 

���� �����	


��� B = R − Q ���� ��� �! 	����	���� �"
#��� �
Q

⋃
B = R ��� Q

⋂
B = φ

���� �
��	
�

��� X = N, A = {2, 4, 6, 8, . . .}
���� 	� X − A� $����	#� ��	� ��� 	� ����� �	%����� �����

���� �
��	
�

��� A ��� B #� ��&��� �� 	� ����� ���� A
⋃

B = [0, 3]�

���� �
�������

�! X ��� �'����� n ���
���� !�� ��
� n ∈ N
⋃{0}( ���� ��

��� X 	� ����� �

���� �����	


{0, 1, 2, 10} 	� &�	�� ��	�� ) ���
���� �
R ��� N ��� ��� &�	�� ����� �
φ 	� &�	�� ��	�� * ���
���� �

��
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���� �
�
 �� �	� �
	� X �� ������� �

���� �
�����

R 	
� N 	�� �
�
����

���� �����	

������ �
� ��������
� �� 	 �
��
 �� ���� �� �
� �
���������

�� �
� ��������
�� �� �
��� ����� �������	
�

��		
� � ! ⊂ " !# ��� x $� �
 �
� ��������
� �� 	 �
��

�� ����� �
�
 x �� 
�� �
 �
� �
��
 �� �
��� ����� !� x �� 
��
�
 	
� �� �
� ����� !�� ��� �%��� ���� x �� �
 ��� ��������
��
!� x �� �
 �
� �
���������
 �� �
� ��������
�� �� 	�� �
� �����

" ! ⊂ � !#
��� x $� �
 �
� �
���������
 �� �
� ��������
�� �� �
� �����
�
�
 x �� �
 �
� ��������
� �� �	�
 �� �
� ����� !�� x �� 
��
�
 	
� �� �
� ����� !� x �� 
�� �
 �
� �
��
 �� �
� ����� !� x
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� ��������
� �� �
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� �����

���� ��
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��� A ⊂ X�

������ X − (X − A) = A�

��		
� ��� x ∈ X−(X−A)� ���� x ∈ X ��� x /∈ X−A� ��
x ∈ A� ��� x ∈ A� ���� x /∈ X − A� �	��� A ⊂ X, x ∈ X�
�� x ∈ X − (X − A)� ���� ��� �� ������

���� 
��
���

��� A� B� ��� C �� �����
���� (A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C) ⇐⇒ C ⊂ A�

��		
� =⇒
� !!��� (A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C)� �� ���� �� ���� ����

C ⊂ A� ��� ��� x ∈ C� �� ���� �� ���� ���� x ∈ A� �	���
x ∈ C� x ∈ (A

⋂
B)

⋃
C� �� x ∈ A

⋂
(B

⋃
C)� �� x ∈ A�

⇐= � !!��� C ⊂ A�
�� ���� �� ���� �A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C)�

�"� ⊂ #"��
��� x ∈ (A

⋂
B)

⋃
C� ���� x ∈ (A

⋂
B) �� x ∈ C�

$��� %� x ∈ A
⋂

B
���� x ∈ A ��� x ∈ B� �	��� x ∈ B, x ∈ B

⋃
C� ��

x ∈ A
⋂

(B
⋃

C)�

$��� �� x ∈ C�
���� x ∈ B

⋃
C� �	��� C ⊂ A, x ∈ A� �� x ∈ A

⋂
(B

⋃
C)�

�� �� ��&� ����� ���� ���� �� � !!��� C ⊂ A,
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⋂
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⋃

C ⊂ A
⋂

(B
⋃
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��� A ��� B �� ����	 
 �������� f ��
� A �
 B �� � ����

���� ������� �
 ����� a ∈ A ��������� 
�� b ∈ B	 A ��

������ ��� ��	
�� 
� f ��� B �� ������ ��� ����	
�� 
� f 	
���� f ������� a �
 b� �� ��� ���� f(a) = b	 �� ���� ����

�� 
� � ������ ��	

��� �
�����

��� f(x) = x + 2 ∀ x ∈ R	

������ f �� � ������
� ��
� R �
 R	

��		
� ��� x ∈ R	 f(x) = x + 2	 x + 2 ∈ R	 
�� �����

�� 
��� 
�� ������ �� R ���� �� ����� �
 x + 2	 �
 f �� �

������
� ��
� R �
 R	

��
���� � ������
� ������ �� � ������
� �� 
���� ������ ��
����

� ������
� �� ������� ���	
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��� ��������

��� A 	
� B �� ����� �� �� �	
� �� �	� �� �� 	 ��
����
 ����
� �� �� �� ���� ����
 ����� f : A −→ B� !� �
 "�� �
 �
�
�������
� �	�� f : R −→ R�

��	 
���
��

� ��
����
 f : A −→ B �	
 	����
 ���� �� ��#���
� ���$
��
�� �� A �� �
� �	�� �����
� �� B� %�� �&	���� ���
f : Z −→ {0, 1, 2, 3} �
��� f(x) = 1 ∀ x ∈ Z� f ��	��� �� 	
��
����
� '(��� �����
� �� Z ���� 	����
�� �� �&	���� �
� ��$
���
� �
 {0, 1, 2, 3}� �
� ���� �� �
������ 	�� ���
� 	����
��
�� �
� �	�� �
�
�� !��� ��
����
� 	����
 �(��� �����
� ��
�
� ���	�
 �� 	 ��#���
� �����
� �� �
� �����	�
 . . .

��� ���������

��� A 	
� B �� ���� 	
� ��� f : A −→ B� )� �	� � ��
��� *��	� +�
� �� �
�+, �� �������	� �
�
 f(x) = f(y)
������� x = y� -� �.��(	��
��� �
�
 & �= � ������� �
	�
f(x) �= f(y)�

��� 
���
��

��� f : Z −→ R, f(x) = 2x�

������ f �� /$/�

��		
� !������ f(x) = f(y)� f(x) = 2x 	
� f(y) = 2y� !�
2x = 2y� !� x = y� !� f �� /$/�

��
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��� X = {x ∈ R; x ≥ 0}� ��� f : R −→ X, f(x) = x2�

������ f 	� ��� ����

��		
� f(1) = 1 = f(−1)� ��� 1 �= −1� �� f 	� ��� ����

��� �
��
�

�� ��� ����	�	�� �� � �����	�� �� ����	��� � ��� ���
��� 	�
�!� ��
�	� �� �� ���� �� �� ���
��� �� �!� ����
�	�� "���
� ��� �� �	��#� ����	�� �!�� � ��� ���
��� 	� �!� ����
�	�
$�� �� ���
��� �� �!� ��
�	� ���	$��� �� 	�� %�� �&�
'���
��� f : {0, 1, 2} −→ {0, 1, 2}, f(x) = 0 ∀ x ∈ {0, 1, 2}� (!��
f 	� � �����	��� ��� ��� � ��� ���
��� �� �!� ����
�	� $���
�� ���
��� �� �!� ��
�	� ���	$��� �� 	� )��� �&�
'��� �!���
	� �� t ∈ {0, 1, 2} ���! �!�� f(t) = 1*� ��
� �����	��� ���	$�
�� ���
��� �� �!� ��
�	� �� � ��� ���
��� �� �!� ����
�	��

��� �
�������

��� A� B �� ���� ��� f : A −→ B� +!�� ∀ b ∈ B ∃ a ∈ A
���! �!�� f(a) = b� �� ��� �!�� f 	� ���� � ,��	 �������� ��

�� ��� f 	� �����	�
�� �

���� �����	


������ (!� �����	�� f 	� -�� 	� �����

��		
� ��� y ∈ R� (!�� y − 2 ∈ R�
.�� f(y − 2) = (y − 2) + 2 = y� �� f 	� ����� )+!� ��� ��
����/*

��
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������ ��
 ��	����	 f �	 ��� �� 	�� �	���

��		
� 2 ∈ {0, 1, 2, 3}� �	
 ��
�
 �� 	� x ∈ Z ���� ����

f(x) = 2� �� f �� 	�� �	���

���� �
��
�

������
 ��� ���
 � ��	����	 f : A −→ B�

�� f �� ��� ��� ����� ���	! �� A �� �� �
��� �� "#��$ �� B�

�� f �� �	�� ��� ����� ���	! �� B �� �� �
��� �� "#��$ �� A�

�

 ��%& �	 ���
 �' ��� �	 
(����
 �� )�� ���
 �����
 #


��!
	 �	 ���� �	�
���
�����	�

���
 �
���
 �
� 
(���

 �#��� ��	����	� ���� ��
 #��� �	*
��

���
 �	
 ���*
����
�

���� �
�������

�
� f : A −→ B� �
� � #
 �	*
����
 �	
 ���*
����
� ��
	 )


��� ���� � �� ��������� � +
 ���� f � ��������	 ���� A �� B
�� ���� A �	�� B�

���� �����	


�
� f : {0, 1} −→ {0, 1} )�
�
 f(0) = 1 �	
 f(1) = 0�

������ f �� #�*
����
�

��		
� f �� #��� ��� �	
 �	���

��
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�

��� f : Q −→ R, f(x) = x�

������ f 	� ���� ��� ��� �	����	���

��		
� f 	� ����
������� f(x) = f(y)� f(x) = x ��� f(y) = y� �� x = y�

f 	� ��� �����√
2 ∈ R� ��� ����� 	� �� x ∈ Q ���� ���� f(x) =

√
2�  ��!

������� ���� ����� 	� ���� �� x� "��� f(x) = x =
√

2� ���
#� ���	
 ����

√
2 /∈ Q�

�
����
√

2 /∈ Q

��		
 	
 �
���� ������� ����
√

2 ∈ Q� "��� $�� ��
�
x, y ∈ Z�

√
2 = x

y
� #���� x �= 0 ��� x

y
	� #�	���� 	� ��#�

��� ���
� %���� 	�� & ��� � ��� �����	���� ��	
�'�

��
√

2
2

= x
y

2�

�� 2 = x2

y2 �

�� 2y2 = x2� "�� �(���� �$ �� ��� ��
��� 	� ���� ��� 2y2

	� ����� �� x 
��� ��� �� ���� "��� 	�� x 	� �����
�� x = 2t $�� ��
� t ∈ Z� �� 2y2 = x2 = (2t)2 = 4t2�
�� #� ���� 2y2 = 4t2�
�� y2 = 2t2�
�	��� ��� �(���� �$ �� ��� ��
��� 	� ���� ��� �	��� y2 	�
����� y 
��� �� ��� ���� "��� 	�� y 	� �����
�� x ��� y ��� ����� ��� #� ����
�� ���� x ��� y ��� ����
��	���� ��	
�� �� ��	� 	� � �������	��	�� �� ��� ����
��	��
����

√
2 ∈ Q� ��

√
2 /∈ Q�

)�� ����
��	�� ���� ∃x ∈ Q ���� ���� f(x) =
√

2 ��� ��� ��
� �������	��	��� �� ����� 	� �� ���� x� �� f 	� ��� �����
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�
� A� B� �	
 C �
 �
�� �	
 f : A −→ B �	
 g : B −→ C�

��
	 �
 ��	 

�	
 h = g ◦ f � h : A −→ C ���� h(x) =
g(f(x)) ∀ x ∈ A� ���� ��� �
 ���
 x ∈ A� �
 ��
 f ��

�
	
 �� �� f(x) ����� �� �	 
�
�
	� �� B� ��
	 �
 ���
 ����


�
�
	� �� B� f(x)� �	
 �
 ����� g �� �� �
���	� g(f(x))�
�
 ��� h �� g �������� ���� f �� ��
 �������	��
 �� g
���� f �

���� 
������

�
� f : Z −→ Q� g : Q −→ X ��
�
 X = {x ∈ R; x ≥ 0}�
�
� f(x) = x ∀ x ∈ Z� �	
 �
� g(x) =

√
x ∀ x ∈ Q�

�
� h = g ◦ f �
��
	 h(2) = g(f(2)) = g(2) =

√
2�

h(16) = g(f(16)) = g(16) =
√

16 = 4�

���� ����	
	��

�
� f : A −→ A� ��
	 f(x) = x ∀ x ∈ A� �
 ��� ���� f
�� ��
 ���
	�	� �	 A� �
 ���� ���
���
� ����
 f = idA ��

f = id : A −→ A�

���� ����	
	��

�
� f : X −→ Y �	
 g : X −→ Y � �
 ��� ���� f = g ��
	

f(x) = g(x) ∀ x ∈ X�
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��� f : A −→ B� g : B −→ A� ��� h = g ◦ f � ��� j = f ◦ g�
���� ���� h : A −→ A ��� j : B −→ B� ���� h = idA

��� j = idB� �� ��� ���� f 	� ��� ������� �� g� ��� g 	� ���

	������ �� f � ���� 	�� f = g−1� ��� ��� �� ��� ������ ����

	������ ��� 	� � � !�"���� ��� 	������ �� � ���"�	�� 	� ��	#���

���� ���� 	� f = g−1� ���� �� ����
��	"���� ���� g = f−1�

�� ��� ���� f ��� g ��� 	������� �� ��"� ������

���� 
����


��� id : X −→ X�

������ id−1 = id

��		
� id(id(x)) = id(x) = x ∀ x ∈ X� $� id 	� 	�� ���

	�������

���� �������

��� A = {x ∈ R; x ≥ 0}
��� f : A −→ A, f(x) =

√
x ∀ x ∈ R�

��� g : A −→ A, g(x) = x2 ∀ x ∈ R�

������ f = g−1

��		
� f(g(x)) = f(x2) =
√

(x2) = x
g(f(x)) = g(

√
x) = (

√
x)2 = x
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� f : X −→ Y �

������ f−1 
����� �� �	
 �	�� �� f �� ���
����
�

��		
� =⇒ ������
 ∃ f−1 : Y −→ X�

f �� �	���

�
� y ∈ Y � ��
	 f−1(y) = x ��� ���
 x ∈ X� ��	�
 f−1

�� �
�� 

!	

� "	
 f(x) = f(f−1(y)) = (f ◦ f−1)(y) =
idY (y) = y�

f �� # #�

�
� f(x1) = f(x2)
��
	 f−1(f(x1)) = f−1(f((x2))
(f−1 ◦ f)(x1) = (f−1 ◦ f)(x2)
$�� f−1 ◦ f = idX �

�� �
 ���
 id(x1) = id(x2)�
�� x1 = x2�

�� �
 	�� ���
 � �� ���
����
�

⇐=
�
� f : X −→ Y �
 � ���
����	�

%
 ��	� �� ��	������ f−1� �
� y ∈ Y � ��
	 ∃ x ∈ X ����

���� f(x) = y� ��	�
 f �� �	��� ��	�
 � �� # #� �
 &	�� ����

x �� �	�'�
� �� ��� 
��� y ��
�
 �� 
������ �	
 x ���� ����

f(x) = y� "	
 ����(� ���
�

)�� 
��� y ∈ Y � �����
 ��
 �	
 x ∈ X ���� ���� f(x) = y�

�	
 �
� f−1(y) = x� %
 ���
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�
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��� X� Y � ��� Z �� ����	

�� f : X −→ Y ��� g : Y −→ Z �� ����
���� ��� �����
h = g ◦ f 	 ���� h−1 ������ ��� h−1 = f−1 ◦ g−1	

���� ����	
�


�� f : A −→ B� g : B −→ C� h = g ◦ f 	
��
��� ������� ��
� �� ��� ��������� ���� ���������� �� ����
�� ����� ��� ���� ���	
�� �� h �� �����
����� ���� f �� �����
����	
 � �� h �� �����
����� ���� g �� �����
����	
!� �� h �� ����
����� ���� f �� ����
����	
"� �� h �� ����
����� ���� g �� ����
����	

���� ����	
�


�� f : A −→ B� g : B −→ C� h = g ◦ f 	
���� ��� ���������#
�� �� f ��� g ��� ����
����� ���� h �� ����
����	
 � �� f ��� g ��� �����
����� ���� h �� �����
����	
!� �� f ��� g ��� ����
����� ���� h �� ����
����	

���
 ����	
�

$������
� � ����
���� ���� [0, 1] �� (0, 1)	
%���# 
�� A = {1

2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, . . .} ��� ��� B = {x; x ∈ (0, 1)−A}	

$������
� � ���
���� f ����� f(b) = b ∀ b ∈ B� ���
f( 1

n
) = 1

n+2
∀ n ∈ {2, 3, 4, 5, . . .}	 &�� ������ ���� �����

f(0) ��� f(1) �� � ������ ���� ��� ���� ���� f �� ������ �

!'
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 ��
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 �� ����
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���
����	�

���� ���
� � �
���	 ��� �
 �����
 �
 ���
��� ���	� ��
 ���


����� ��� �	�	��
 �
�� �	 ��
 ��		
� �� �� ��

 �	 ��� �	

���
 �!� "��#

���� ����	
�

�
� f : A −→ A$ g = f ◦ f $ �	
 g �	�
����
� %��� f ��

�	�
����
�

���� ����	
�

�
� id : X −→ X� %��� id �� ���
����
�

���
 �
�������

�
� A ⊂ X, f : X −→ Y � &
�	
 f(A) = {y ∈ Y ; y = f(x)
��� ���
 x ∈ A}� "
 ���
���
� ���� f(A) ��
 ����� �� A
�	

� f �

�
� B ⊂ Y � &
�	
 f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B}� "


���
���
� ���� f−1(B) ��
 �����	� ����� �� B �	

� f �

'��
 ���� f−1(B) 
(���� 
�
	 ��
	 	� ��	����	 f−1 
(�����

���� �����	


&
�	
 f : R −→ {−1, 1}$ f(x) =

{
−1 ��� x ≤ 0

1 ��� x > 0

��



���� �� ����	
	���� 
����	�� ��

���� ��	� 	� ���� �� f(x) 	� �� ��� x ���� ���� �� ����� �� ��

��� f(x) 	� � ��� x ������� ���� ��

f([−2, 1]) = {−1}

f([−1, 0.1)) = {−1, 1}

f−1({−1}) = (−∞, 0]

f−1({1}) = (0,∞)

��
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 ��	����
 �� ����
������
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��

�� �� ������	
 ����

����� ���� 
�� �� ��� �������� �� ���
���� ���� ����	 ��� ��		����� ���
 �� ���
�

��
����� x ∈ Z �� �� ��� �� x = 2t + 1 ��� ��
� t ∈ Z�
����� y ∈ Z �� �� ���� �� x = 2t ��� ��
� t ∈ Z�
���� �		 �� ��� ��		������
����� �� �� ������� ���� �� ���� ���� ��� ����
��� ��
 �� ��� ��� �������� �� �����
��� ��
 �� ��� ���� �������� �� �����
��� ��
 �� �� ��� ������� ��� �� ���� ������� �� ����
��� � ���� �� �� ��� ������� �� ����
��� � ���� �� �� ���� ������� �� �����

!� "�� A ⊂ B� ���� ���� A
⋂

B = A ��� A
⋃

B = B�

#� "�� X �� � ���� ���� ���� φ
⋂

X = φ ��� φ
⋃

X = X�

$� ����� ��� ��������� �� ��� ��		����� ��� �����
�����
�� ����� ��� �� x%� �� Y ���� ���� X �� �	��� ��� ��� �	����
�� &		 x%� ��� �	����

#'



�� �������� 	
� �
� �	
��	�� �� �	�
��	����

�� ���
� X = {0, {0}, 1}� �
��
 �� �
��� 	�� �����
�� �� X
	� {1}
�� φ
�� X

�� ��� f �� ���
�� 	� �
  �!� �
 �	��  !� �� �
�"�� f ��

�� ��#����$�� �
��
 �� �
� �����"�
� �%���
	� f−1(Q)
�� f−1(R − Q)
�� f−1({2})
�� f−1({√2}

��
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���	
�
�	 �� 
�������
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��� �������	�

��� X �� � ���� � �������� 	
 X �� � ��� T �
	�� �����
��
��� ������� 	� X 
���
� �
� �	��	��
� �
��� ��	��������

�� φ �
� X ��� 	��

�� ����
 �
� �	������	
 	� 	��
 ����� �
��� �
�	
 �� 	��

�� ����
 �
� ��	 	��
 ����� �
��� �
��������	
 �� 	��


 ��
 �����
� 	� T ������ �
 ���� ����

!
�
 �� 
��� � ��� X �
� � �	�	�	�� T 	
 X� �� ���� (X, T )
� �������	
�� ���
� 	� ������ � ���
� � !� ��� �
�� X
�� �"������ ���
 �
� �	�	�	�� T � !
�
 �� �
	��� ����� 
	
�	
����	
� �� ���� �	������� #��� ��� X �� � ����� $	�����
�

���
� �
� �	�	�	����

%
� ��&
���	
 	� � �	�	�	�� ��� ���� � ��� ��'����� !�
���� �	 �	�� 	� �(������ �	 ��� �	 ��'� �����
� ���
 �� �����

)�



�� �������� �	
 ��
 ��	����
 �� ����
������

��� �������	

�
� (X, T ) �
 � ����
�

��
 �������	� ��� �
�	 ��
 ���
 ���	��
�� U �� �	 ��
	 �
� �	 ��
 ����������� ����
 (X, T )
�� U ∈ T

�	
� �� ��
 �������� T �� �	

�����
�
 � U �� ��
	 �	 X
�� Uopen ⊂ X

�	
� �� ���� ��
 �
� X �	
 ��
 �������� T �	 �� ��
 �	

�!
����
�
"� U �� ��
	

��
 ���
���

�
� X �
 � �
�� �
� T = {φ, X}

������ (X, T ) �� � ����������� ����
�

��		
� �� φ, X ∈ T �

�� � ����
����	 �� ��
	 �
�� 
���
� �	���

� X �� 
�
� 	��� #�
�� �	���

� X� ��
	 ��
 �	��	 �� ���� ����
����	 �� X� �����
�� ��
	� #� �� 
�
� 	�� �	���

 X� ��
	 
$
�� 
�
�
	� �	 ��

����
����	 �� φ� �	
 ��
 ��
 �	��	 �� φ� ����� �� ��
	� %� ���
�	� ����
����	 �� ��
	 �
��� �
 ��$
 ����	 ���� ��
�� �	��	
�� ��
	�

 � �
� U1, U2 ∈ T �

��



���� ��� ��	
����
 �
 �������� ��

���� �� U1 �� U2 = φ
���
 U1

⋂
U2 = φ� ����� �� ���
�

���� �� U1 �
� U2 �= φ�
���
 U1 = U2 = X� �
� U1

⋂
U2 = X� ����� �� ���
�

 � (X, T ) �� � ����������� ������

��� �����	�
�

!��
 � ��� X �� �"#����� ���� � �������� T �
� ��� ���$
%�
�� �
 T ��� ��������� φ �
� X &�� �
 ��'(� T �� ���� �� )�
��� ���������� �	
	�	�
 �

*��� ���� �� ��+� ,#�� 
�#
� � ��� �� �#�
 �
� ��� �
�� �
����������� ������ ��� ��� X %���� ��+� 
#%)���� �� �����
�� %������� �� ���%�
��� �� ����
-� %������ !� 
�� ��+� �
��� �� �#�
 ��� ��� �
�� � ������

��� �
�����

.�� X )� � ���� �
� ��� T = {U ; U ⊂ X}�
�
 ����� ������ ��� �+��� �#)��� �
 X )� ���
 �
 X�

������ T �� � �������� �
 X�

��		
� �( φ ⊂ X� �� φ �� ���
�
X ⊂ X� �� X �� ���
�

�( .�� {Xα} )� � ���������
 �
 ���
 ���� �
 X� /��� Xα ��
��
���
�� �
 X�  � ��� #
��
 �
 ����� ���� �� ��
���
�� �

X� �
� ��#� ���
 �
 X�

��
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� �
� �	
��	�� �� �	�
��	����

�� ��� U1, U
open
2 ⊂ X� U1

⋂
U2 ⊂ X� �� U1

⋂
U2 �� ���
 �


X�

��� �����	�
�

�
�
 	 ��� X �� �������� ���
 	 �������� T 	
� ����� �� ���
�� X �� 	
 �����
� �� T !	� �
 "�#�$ �
�
 �� �	� �
	� X 
	�
�
� �������� ��	�
��� �

��� �
�����

��� X = {0, 1}� ��� T = {φ, {0, 1}, {0}, {1}}�
T �� �
� �������� �������� �
 X� %� �����	��
���$ (X, T ) ��
���������

��� �����	�
�

��� (X, T )  � 	 ��	��� �
�
 x ∈ Uopen ⊂ X !�
	� ��$ x ∈ U
	
� Uopen ⊂ X�$ �
�
 �� �	� U �� 	 
����������� �� x�

��� �
�����

��� & ' {0, 1, 2}� ��� T = {φ, {0, 1, 2}, {0, 1}, {1, 2}}�

������ T �� 
�� 	 �������� �
 X�

��		
� {0, 1} 	
� {1, 2} 	�� ���
� {0, 1}⋂{1, 2} = {1}
�
��
 �� 
�� ���
� �� (X, T ) �� 
�� 	 ���������	� ��	���

��



���� ��� ��	
����
 �
 �������� ��

���� �����	


��� X = {0, 1, 2}� ��� T = {φ, {0, 1, 2}, {0, 1}, {1, 2}, {1}}�
���� (X, T ) �� � ������

���� �	�
����


��� (X, T ) �� � ������ ����
� x �� � ����� �
 X �� ��������
�

�� ����
� x ∈ X�

���� �����	


��� X = { ���
! ��"�} #�� $�
� %�&���
� ���������� ���

����� �
 '( ������� �� ��"� � ��� ) ���� ��� ��� ���$�
��!

��� ��� ���$�
�� ��� 
�� 
����������  ���
 �
% ��"�� #��

$�
� %�&���
� ���������� ��
 ��� ����� �
 ���� ���(

���� �����	


��� X = {��� ����" ������ π! ��� 
�$��� �������
��% �� ���

����" ������ π! *�+}� #�� $�
� %�&���
� ���������� ��
 ��

�����% �
 X(

���� �����	


�
 R! 
�� a < b! �
 ���� ������	
 (a, b) �� ��� ��� �
 ����


�$���� ������� ���
 a �
% ���� ���
 b� �
 ����� ���%�!

(a, b) = {x; a < x < b}� ,� ������� a < b� �
 a ≥ b! ���

(a, b) �� 
�� %�	
�%�

������� ��� ��� �� %�	
� � ����������� ����� (R, T ) �����

��� ���
 ���� ��� φ! R �
% ����� ���
 �
������ (a, b) �����

��



�� �������� 	
� �
� �	
��	�� �� �	�
��	����

a, b ∈ R� �� (R, T ) �� 	 ���������	� ��	��� ���
�� �
� 	
����
�� 
���

��



������� �

	��
���� �
�
�
�� 

 R

��� �����	�
�

������ ���� �	 
�
� 
	 ��� ����	� ���� �� ���	�� �	 
��	
�	������ �	 R�
��� T = {A; A = φ 
� A �� � �	�
	 
� 
��	 �	������� �	 R}
���	 �� ���� T ��� �������� ����	�
� �� R � �� ���� ��
� �
�
�
�� ������� �� �� 
	�� ��� �� 	��� �
 ��
� ���� �� ���
����� �� �
 	
� . . .

��� ���
�	

��� T �� ��� ���	���� �
�
�
�� 
	 R�

������ (R, T ) �� � �
�
�
����� ������

��		
� 
�  	�
	� 
� 
��	 ���� ��� �	�
	� 
� �	�
	� 
� 
��	
�	������� ����� ��� �	�
	� 
� 
��	 �	�������� ���� 
��	�

!� φ �� 
��	� "	� �
� ���� n ∈ N� (−n, n) �� 
��	� #
⋃∞
n=1(−n, n) �� 
��	 $�� 
� ��
���� %� �
��� �� 	��� ��⋃∞
n=1(−n, n) = R� ���	 �� ���� ���� ��
�	 ���� R �� 
��	�

�&



�� �������� 	
� �
� �	
��	�� �� �	�
��	����

������
⋃∞

n=1(−n, n) = R

����	 �	 �����
 ��� ⊂ ����
��� x ∈ ⋃∞

n=1(−n, n)� �
�
 x ∈ (−n, n) ��� ���� n ∈ N� ��
x ∈ R�
�� x ∈ ����

��� ⊂ ����
��� x ∈ ���� �
�
 x = 0, x > 0, �� x < 0�

�	�� �� �� x = 0 �
�
 x ∈ (−1, 1) 	
� �� x ∈ ����

�	�� !� �� x > 0 �
�
 ∃ t ∈ N ���
 �
	� t > x� "
�
x ∈ (−t, t)� �� x ∈ ����

�	�� #� �� x < 0 �
�
 ∃ t ∈ N ���
 �
	� −t < x� "
�
x ∈ (−t, t)� �� x ∈ ����

�� $� 
	%� �
�$
 �
	� ��� ⊂ ����
�� $� 
	%� �
�$
 �
	� ��� & ����
�� $� 	�� ��
� $��
 '��
 �
� ����	 	
� !(�

#( ��� U1 U2 '� ���
� )	�
 �� 	 �
��
 �� ���
 �
���%	��
�� ������ U1

⋂
U2 �� 	 �
��
 �� ���
 �
���%	�� �� �����

*+
�,(� �� U1

⋂
U2 �� ���
�

�� (R, T ) �� 	 ���������	� ��	���

��� �����	


��� R 
	%� �
� ��	
�	�� ��������� ��� a ∈ R�
��� (a,∞) = {x ∈ R; x > a}�

���
�� (a,∞) �� ���
�

��



���� ��� ��	
����
 �
 �������� ��

������ ����� ��� ���� �
 �
������ ������ ���
 �� ������ �
��
�
� ���� �� �� ���� �� (a, T ), (a, T + 1), (a, T + 2)� ����
��� Ai = (a, T + i) ∀ i ∈ N

⋃{0}�
���� Ai �� ���
�  �

⋃∞
i=0 Ai �� ���
�

�
 !� ��
 ���! ����
⋃∞

i=0 Ai = (a,∞)� ���
 !� ��� ��
��

����	

⋃∞

i=0 Ai = (a,∞)

����� �� ����	� ��� x ∈ ⋃∞
i=0 Ai� ���
 x ∈ Ai� 
�� ��"�

i ∈ {0, 1, 2, . . .}�  � x ∈ (a, y) 
�� ��"� y ∈ R� y > a�
 � x ∈ (a,∞)� ��� x ∈ (a,∞)� ∃ M, T ∈ N �#�� ����
M > T > x� x ∈ (a, M) = AM−T � $%��&'
 � x ∈ ⋃∞

i=0 Ai�

��� �����	


��� R ��(� ��� ���
���� ���������  ��! (−∞, a) �� ���
 �

R�

��� �	

��

��� a, b ∈ R, a > b�
[a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}�
[a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b}�
(a, b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}�

[a, b], [a, b), (a, b] ��� ��� 
�� ���
 �
 R� �� �� �!�!��� �� ���!
���� !��� ��� ����� !� ��(� 
�!� %� !�#�� ��(� �� ���! ����
!� ��#�� 
�� !���� �
� �
 ���" �� � #
��
 �
 ���
 �
���(����
�
 ������� � !� !��� �
����#�� ��"� ����� ���� "��� ���!�
�
����� ��� 
�� ���
 �����

��
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